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❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ✷✲ ❛♥❞ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❘❡❝❡♥t s✉r✈❡②s ♦♥ s✉❝❤ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✴ ❛♥❛❧②s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✶✵✱ ✶✹❪ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
t❛❝❦❧✐♥❣ t❤❡ ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ✭❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t♦ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠s✮✳

❇② ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤✐s r✐❝❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❧✐tt❧❡ ❡✛♦rt ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ tr❡❡
str✉❝t✉r❡s ❛s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❢❛✐r❧② ♠♦❞❡❧ ✈❛s❝✉❧❛r tr❡❡s✳ ❇❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❡①
♥✐❤✐❧♦ s✉❝❤ ♦❜❥❡❝ts ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ✐ss✉❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧s
t❤❛t ♣r❡s❡♥t r❡❛❧✐st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❝t✉❛❧ ✈❛s❝✉❧❛r tr❡❡s ✇♦✉❧❞ ♦♣❡♥ t❤❡ ✇❛② t♦ t❤❡
❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✴ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s ❬✾❪✱ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣
✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✭❡✳❣✳ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✮ ❬✶✻❪✱ ❢♦r
❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ❡✣❝✐❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❬✶✸❪✱ ♦r ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ r❡❛❧✐st✐❝
✈✐rt✉❛❧ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ♥❛t✐✈❡❧② ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ❬✷❪✳

■♥ ✶✾✾✸✱ ❙❝❤r❡✐♥❡r ❛♥❞ ❇✉①❜❛✉♠ ❬✶✼❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ tr❡❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ R
2 ✇✐t❤

t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❡♥❞♦✇✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❝♦rr❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ✶✾✾✾✱ ❑❛r❝❤ ❡t
❛❧✳ ❬✼❪ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ tr❡❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ R

3✳ ■♥ ✷✵✶✵✱ ❱❛s❝✉❙②♥t❤✸ ❬✸❪
✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣♦♥ ❈❈❖✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❱❛s❝✉❙②♥t❤ ❞❛t❛ ❛r❡ ❢r❡✲
q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❣✐♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ♣r❡s❡♥ts ✈❛r✐♦✉s
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❈❈❖ ✭❡✳❣✳ r❡❣❛r❞✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮✳ ■♥ ✷✵✶✾✱ ❏❛q✉❡t ❡t ❛❧✳ r❡✈✐s✐t❡❞ t❤❡ ❈❈❖
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✺❪ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ✐t ❢♦r ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
s♦❢t✇❛r❡ ✇❛s ♥♦t ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❆ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ②❡❛rs ❛❣♦✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❉♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝❛r❡❢✉❧❧② r❡✈✐s✐t❡❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s♦♠❡ tr✐❝❦② ❛s♣❡❝ts✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ st❡♣s✱ ❛♥❞ t♦ tr② t♦
s✐♠♣❧✐❢② ✐ts ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ ✐ts ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❛♥❞ ♣❤②s✐♦❧♦❣②✲❣✉✐❞❡❞ ❧❛②❡rs✳

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ♦✇♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❈❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❛t ✇❡ ❛✐♠ t♦ ♠❛❦❡
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❧❡❛r ❛♥❞ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ s✉♠♠❛r② ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❦❡② ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹
❞❡s❝r✐❜❡s ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❛✐♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❉❡t❛✐❧s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✽ ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s
❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

✷ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ▼❡t❤♦❞

✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♥str✉❝t❡❞ ❚r❡❡

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❜✉✐❧❞s ❛ tr❡❡ T ✐♥ R
d ✭d = 2 ♦r 3✮ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❞♦♠❛✐♥

Ω ⊂ R
d✳

✸❤tt♣s✿✴✴✈❛s❝✉s②♥t❤✳❝s✳s❢✉✳❝❛

✷✺✾



❇❡rtr❛♥❞ ❑❡r❛✉tr❡t✱ P❤✉❝ ◆❣♦✱ ◆✐❝♦❧❛s P❛ss❛t✱ ❍✉❣✉❡s ❚❛❧❜♦t✱ ❈❧❛r❛ ❏❛q✉❡t

❋r♦♠ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ T ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ s❡t V ♦❢ n = 2k ✈❡rt✐❝❡s ✭k ≥ 2✮✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
♦♥❡ ✈❡rt❡① ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ✈❡rt❡①✱ k ≥ 1 ✈❡rt✐❝❡s ❝❛❧❧❡❞ ❡♥❞✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❛♥❞ k − 1 ✈❡rt✐❝❡s ❝❛❧❧❡❞
✐♥s✐❞❡ ✈❡rt✐❝❡s❀ ❛♥❞ ❛ s❡t E ♦❢ n− 1 ❡❞❣❡s ❧✐♥❦✐♥❣ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ✈❡rt✐❝❡s✳ ❊❛❝❤ ❡♥❞✐♥❣ ✴ st❛rt✐♥❣ ✈❡rt❡①
✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❡❞❣❡✳ ❊❛❝❤ ✐♥s✐❞❡ ✈❡rt❡① ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❡①❛❝t❧② t❤r❡❡ ❡❞❣❡s✳ ❊❛❝❤ ❡❞❣❡ ✐s
✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐♥s✐❞❡ ✈❡rt❡① ❛♥❞ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❡♥❞✐♥❣ ✴ st❛rt✐♥❣ ✈❡rt❡①✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤
(V , E) ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❛❝②❝❧✐❝✱ ✐✳❡✳ ✐t ✐s ❛ tr❡❡✳

❚❤❡ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ✈❡rt❡① v ∈ V ❛♥❞ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ✈❡rt❡① ❜❡✐♥❣ ✉♥✐q✉❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦♥✲❛♠❜✐❣✉♦✉s❧②
❞❡✜♥❡ ❛ ✏♣❛r❡♥t❤♦♦❞✑ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ : V → V s✉❝❤ t❤❛t φ(v) ∈ V ✐s t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① v ✐♥ t❤❡
♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ v ❛♥❞ t❤❡ r♦♦t ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✈❡rt❡① ✇❤❡r❡ φ ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❛♥②
v ∈ V ❡①❝❡♣t t❤❡ st❛rt✐♥❣ ✈❡rt❡①✱ (v, φ(v)) ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ E ✱ ❛♥❞ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❡❞❣❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ♥♦t❡❞
e(v)✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡ Φ(v) = {u ∈ V | φ(u) = v}✳

▲❡t vi ∈ V ✭i ∈ [[0, n− 1]]✮ ❜❡ ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ tr❡❡ T✳ ❋r♦♠ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ✈❡rt❡①
vi ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛s ❛ ♣♦✐♥t pi ∈ R

d✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✭♣✉t❛t✐✈❡✮ ❡❞❣❡ e(vi) ∈ E✖❛❧s♦ ♥♦t❡❞ ei ❢♦r t❤❡ s❛❦❡
♦❢ ❝♦♥❝✐s✐♦♥✖✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛s ❛ str❛✐❣❤t s❡❣♠❡♥t Si ⊂ R

d✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ei ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦
t❤❡ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s vi, vj ∈ V ✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t Si ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s Si = [pi, pj] = {α · pi + (1 − α) · pj ∈
R

d | α ∈ [0, 1]}✳
❋r♦♠ ❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t Si ❤❛s ❛ ❣✐✈❡♥ t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ r❛❞✐✉s

♣❛r❛♠❡t❡r ri ∈ R
∗
+ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡ ei✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡❣♠❡♥t Si ✐s t❤❡♥

♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✏t✉❜✉❧❛r✑ ♦❜❥❡❝t Ci t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥ Ci = Si ⊕ Bri ♦❢ Si

❜② t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s ri✱ ♥❛♠❡❧② Bri = {x ∈ R
d | ∥x∥2 ≤ ri}✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❡❡ T ✐s t❤❡♥

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✉❜✉❧❛r s❤❛♣❡s✱ ✐✳❡✳ T =
⋃n−1

i=0 Ci✳ ❚❤✐s tr❡❡ T ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ Ω✱ ✐✳❡✳ T ⊆ Ω✳
■❢ t✇♦ ❡❞❣❡s ej ❛♥❞ ek ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❛ s❛♠❡ ✈❡rt❡① vi✱ t❤❡♥ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ Cj ∩Ck = ∅✱ s♦ t❤❛t
t❤❡ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ (V , E) r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ T ⊂ R

d✳
❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s♦♠❡t✐♠❡s ♠❛❦❡ ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✈❡rt❡① ✭vi✮ ✈s✳ ♣♦✐♥ts ✭pi✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❡❞❣❡s ✭ej✮ ✈s✳ s❡❣♠❡♥ts ✭Sj✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❡❡ T ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❛s ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞
✈♦❧✉♠❡✳

✷✳✷ ■♥♣✉t ✴ ❖✉t♣✉t

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥♣✉ts✿

❼ Ω ⊂ R
d✿ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❡❡ ❤❛s t♦ ❧✐❡❀

❼ p0 ∈ Ω✿ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✴ ✈❡rt❡①❀

❼ k ∈ N+✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✴ ✈❡rt✐❝❡s❀

❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉t♣✉ts✿

❼ V = {pi}n−1
i=0 ✱ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ n = 2k ♣♦✐♥ts ✴ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡ T❀

❼ E = {Si}n−1
i=1 ✱ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ n − 1 ❡❞❣❡s ✴ s❡❣♠❡♥ts Si t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❛❞✐✐

ri ∈ R
∗
+✳

✷✳✸ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ ❛ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ P❡rs♣❡❝t✐✈❡

❚❤❡ tr❡❡ T ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ tr✐✈✐❛❧ tr❡❡✖❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ♦♥❡ ❡❞❣❡✖
❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ❡❞❣❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ♥❡✇ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♥❡✇ ❡❞❣❡ ✐s
❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❡❡ ❜② ✏❜r❡❛❦✐♥❣✑ ❛ ❝✉rr❡♥t ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♦♥❧②
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✖✐✳❡✳ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s vi ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡s ei✱ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤

✷✻✵



❖♣❡♥❈❈❖✿ ❆♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❱❛s❝✉❧❛r ❚r❡❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❚r❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭s❦❡t❝❤✿ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✮✳
■♥♣✉t✿ k ∈ N

∗

+

❖✉t♣✉t✿ (V, E) ✇✐t❤ V = {vi}n−1
i=0 ❛♥❞ E = {ei}n−1

i=1 ✭n = 2k✮
✴✴ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❡

✶ ▲❡t v0, v1 ❜❡ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s
✷ ▲❡t e1 = (v1, v0)
✸ ▲❡t (V, E) = ({v0, v1}, {e1})
✴✴ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s

✹ ❢♦r❡❛❝❤ i ∈ [[1, k − 1]] ❞♦
✺ ▲❡t v2i, v2i+1 ❜❡ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s
✻ ❙❡t V = V ∪ {v2i, v2i+1}
✼ ❈❤♦♦s❡ ej = (vj , vk) ∈ E
✽ ❙❡t ej = (vj , v2i)
✾ ▲❡t e2i = (v2i, vk)

✶✵ ▲❡t e2i+1 = (v2i+1, v2i)
✶✶ ❙❡t E = E ∪ {e2i, e2i+1}

vk

vj

ej

✭❛✮ ■♥✐t✐❛❧

vk

vj

v2i

v2i+1

ej

e2i

e2i+1

✭❜✮ ❋✐♥❛❧ ✭❝✮ ●❧♦❜❛❧ tr❡❡ str✉❝t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✭❛✱❜✮ ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❈❖
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❝✮✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞✐s❦ ❛r❡❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦✐♥t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ Qout ✢♦✇ ❛t
♣r❡ss✉r❡ Pout✳

t❤❡✐r s♣❛t✐❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣♦✐♥ts pi ❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts Si ♦❢ r❛❞✐✐ ri✖t❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝
s❦❡t❝❤ ♦❢ ❈❈❖ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✭✇✐t❤ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❞❣❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr❡❡
str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✭♥❡❛r❧②✮ ❜✐♥❛r② tr❡❡✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥
❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❈❈❖ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s tr❡❡✳ ■t ✐s ✐♥❞❡❡❞
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤✐s tr❡❡ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① vi ❛ ♣♦✐♥t pi ❛♥❞ t♦ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ei ❛ s❡❣♠❡♥t
Si ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ri✱ ✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❜r✐❡✢② s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r✳ ❚❤❡✐r
❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✷✳✹ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❈♦♥str❛✐♥ts

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ T ✐s ❡♥r✐❝❤❡❞ ✴ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ❢❛❝t♦rs✳

✭✶✮ ❊❛❝❤ ❡❞❣❡ ei = (vi, vj) ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s❡❣♠❡♥t Si ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ri t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts s♣❛t✐❛❧
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ pi ❛♥❞ pj ✐♥ Ω✮ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ tr❡❡ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐✐ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤✐s r❛❞✐✉s ❤❛♥❞❧✐♥❣
✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳

✷✻✶



❇❡rtr❛♥❞ ❑❡r❛✉tr❡t✱ P❤✉❝ ◆❣♦✱ ◆✐❝♦❧❛s P❛ss❛t✱ ❍✉❣✉❡s ❚❛❧❜♦t✱ ❈❧❛r❛ ❏❛q✉❡t

✭✷✮ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ei = (vi, vj) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t✇♦ ♥❡✇ ✈❡rt✐❝❡s vi✱ vj ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣♦✐♥ts pi✱ pj✱
♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✱ s❛② pi✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ✉♥❞❡r
❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t✱ s❛② pj ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥s✐❞❡ ♣♦✐♥t✱ ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✉✐❞❡❞ ❜② ♣❛r❛♠❡t❡rs
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ♦♥❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r✐♦rs✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

✭✸✮ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ✐t ✐s ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❢♦r ✭✐✮ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♥❡✇ ❡❞❣❡
t♦ ❜❡ t♦♦ s❤♦rt ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts t♦ ❜❡ t♦♦ ❝❧♦s❡✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ t❤❛t ✭✐✐✐✮
t✇♦ s❡❣♠❡♥ts ✐♥t❡rs❡❝t✳ ✭❍❡r❡✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ✈♦❧✉♠❡s✳✮ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ s❡❣♠❡♥t
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛t ✈❛r✐♦✉s st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

✸ ▼❛✐♥ ❑❡② P♦✐♥ts

✸✳✶ ❘❛❞✐✉s ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ tr❡❡ T ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② (V , E)✱ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① vi ✭i ∈ [[0, n− 1]]✮ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣♦✐♥t pi ∈ R
d✱ ❛♥❞

❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ei ∈ E ✭i ∈ [[1, n − 1]]✮ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s❡❣♠❡♥t Si = [pi, pj] ⊂ R
d ✭✇✐t❤ vj = φ(vi)✮ ♦❢

❧❡♥❣t❤ ℓi = ∥Si∥2 = ∥pi−pj∥2✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤✐s s♣❛t✐❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛✐♠ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
❛ r❛❞✐✉s ri ∈ R

⋆
+ ✭i ∈ [[1, n− 1]]✮ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t Si✳

✸✳✶✳✶ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❘❛❞✐✐

■♥ ❛ ✜rst t✐♠❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❢♦❝✉s ♦♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❜✉t ♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ r❛❞✐✐✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤
s❡❣♠❡♥t Si ✭i ∈ [[1, n − 1]]✮ ❛ ✈❛❧✉❡ ρi ∈ R

⋆
+ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛❞✐✉s ri ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t

Si ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐✉s r1 ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t S1 ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♦♥❧② s❡❣♠❡♥t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ st❛rt✐♥❣
♣♦✐♥t p0✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❛♥② s❡❣♠❡♥t Si ✇❡ ❤❛✈❡

ri = ρi · r1. ✭✶✮

❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ρi ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ✐♥ ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❢❛s❤✐♦♥ ❜②

ρi =

{

1 ✐❢ i = 1,
βi · ρφ(i) ✐❢ i > 1,

✭✷✮

✇❤❡r❡✱ ❜② ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ j = φ(i) ♠❡❛♥s vj = φ(vi)✳ ❋♦r ❛♥② ✈❡rt❡① vi ∈ V ✭i ∈ [[2, n − 1]]✮✱ ✇❡
s❡t

βi =
(

1 + αγ
i

)− 1

γ , ✭✸✮

αi =
(Lb(i)

Li

· Rb(i)

Ri

)
1

4

, ✭✹✮

✇✐t❤ b(i) ̸= i ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥❞❡① s✉❝❤ t❤❛t φ(b(i)) = φ(i)✱ ❛♥❞

Li =
(

1− |Φ(vi)|
2

)

+
∑

vj∈Φ(vi)

Lj, ✭✺✮

Ri = κ · ℓi +
(

∑

vj∈Φ(vi)

β4
j

Rj

)−1

. ✭✻✮

✷✻✷



❖♣❡♥❈❈❖✿ ❆♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❱❛s❝✉❧❛r ❚r❡❡s

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡ ♦♥❧② t✇♦ ✭❤②♣❡r✮♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♥❛♠❡❧② γ ❛♥❞ κ✱ t❤❛t ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ♠✉t✉❛❧❧② r❡❝✉rs✐✈❡ ❧✐♥❦s t❤❛t ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ ♦❢
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✭R✱ β✱ α✮✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❞✉❡ t♦ ❛ ♣✉t❛t✐✈❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✕✹✮✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ β ❛♥❞ α ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧❡✈❡❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ R ❛♥❞ β ✭❛♥❞ t❤✉s α✮ ❛t
t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♥♦❞❡s ✭Φ✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✐s t❤❡♥ ♥♦♥✲❛♠❜✐❣✉♦✉s
❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❢❛s❤✐♦♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡ t♦ ✐ts r♦♦t✳

❚❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❼ ρi ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❣♠❡♥ts Si ❛♥❞ S1❀

❼ βi ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts Si ❛♥❞ t❤❡ ✏♣❛r❡♥t✑ Sφ(i)❀

❼ αi ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✏❜r♦t❤❡r✑ s❡❣♠❡♥ts Si ❛♥❞ Sb(i)❀

❼ Li ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s✉❜tr❡❡ st❛rt✐♥❣ ❛t s❡❣♠❡♥t Si❀

❼ Ri ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t Si✱ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ✈❛s❝✉❧❛r
str✉❝t✉r❡✳

✸✳✶✳✷ ❆❜s♦❧✉t❡ ❘❛❞✐✐

❚❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t S1 ❡✈♦❧✈❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛t
✐t❡r❛t✐♦♥ i ∈ [[1, k − 1]] ✭✐✳❡✳ ❛t ❛ st❛❣❡ ✇❤❡r❡ i + 1 t❡r♠✐♥❛❧ ✈❡rt✐❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡t✮✱ t❤❡ r❛❞✐✉s r1 ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s

r1 =
(

ξ ·R1 · (i+ 1)
)

1

4 , ✭✼✮

✇❤❡r❡ ξ ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❚❤❡ r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❡❞❣❡s ❛r❡ t❤❡♥
♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ✐♥ ❛ t♦♣✲❞♦✇♥ ❢❛s❤✐♦♥ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✕✻✮✳

✸✳✶✳✸ ■t❡r❛t✐✈❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❈♦st

▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ tr❡❡ T ❤❛s ❜❡❡♥ ❜✉✐❧t ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i−1 ∈ [[1, k−1]] ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶
❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s R⋆✱ L⋆✱ α⋆✱ β⋆ ❛♥❞ ρ⋆ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤✐s tr❡❡ T✳

◆♦✇✱ ❧❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ i✱ ✇❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ✉♣❞❛t❡ t❤✐s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ tr❡❡ T✳
❙✐♥❝❡ R⋆✱ L⋆✱ α⋆ ❛♥❞ β⋆ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❢❛s❤✐♦♥✱ t❤❡② ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❢♦r t❤❡
♥❡✇ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s v2i ❛♥❞ v2i+1 ❛❞❞❡❞ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i✱ t❤❡ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s vj ❛♥❞ vk ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ t❤❡ ❡❞❣❡
ej t❤❛t ✐s s♣❧✐t ❛t t❤✐s ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ v2i ❛♥❞ t❤❡
st❛rt✐♥❣ ✈❡rt❡① v0✳ ❋♦r ❛ tr❡❡ T ❝♦rr❡❝t❧② ❜❛❧❛♥❝❡❞✱ t❤❡s❡ ✉♣❞❛t❡s ♣r❡s❡♥t ❛ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② Θ(log i)✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ρ⋆✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ t♦♣✲❞♦✇♥ ❢❛s❤✐♦♥✱ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ t✐♠❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② Θ(i)✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ tr❡❡ T ❡① ♥✐❤✐❧♦ ♣r❡s❡♥ts ❛ t✐♠❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② Θ(k2)✳

✸✳✷ ❙❡❣♠❡♥t ❈♦♥str✉❝t✐♦♥

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✇❛② t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ s❡❣♠❡♥t ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❆t st❡♣ i ♦❢
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ tr❡❡ (V , E) ❤❛s ❜❡❡♥ ❜✉✐❧t ❛♥❞ ✇❡ ♥♦✇ ✇❛♥t t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ ❛❞❞ t✇♦ ♥❡✇
♣♦✐♥ts p2i ❛♥❞ p2i+1 ✐♥ R

d✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ s❡❣♠❡♥t S2i+1✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✱ s❛② p2i+1✱ ✐s ❝❤♦s❡♥
r❛♥❞♦♠❧② ✭❜✉t ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣♦✐♥t✱ s❛② p2i✱

✷✻✸



❇❡rtr❛♥❞ ❑❡r❛✉tr❡t✱ P❤✉❝ ◆❣♦✱ ◆✐❝♦❧❛s P❛ss❛t✱ ❍✉❣✉❡s ❚❛❧❜♦t✱ ❈❧❛r❛ ❏❛q✉❡t

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ p2i+1 ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣♦✐♥ts pj ❛♥❞ pk t❤❛t ❢♦r♠ t❤❡
s❡❣♠❡♥t Sj ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❡❡✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛s ✐♥♣✉t t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts✱ ♥❛♠❡❧② p2i+1✱ pj✱ pk s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❛st t✇♦ ♣♦✐♥ts
❛❧r❡❛❞② ❢♦r♠ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❡❡✳ ❲❡ ❛✐♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❢♦✉rt❤ ♣♦✐♥t p2i t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇
✉s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤r❡❡ s❡❣♠❡♥ts✿ ♦♥❡ s❡❣♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ p2i ❛♥❞ p2i+1 ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✏♥❡✇✑ s❡❣♠❡♥t✮ ❛♥❞ t✇♦
s❡❣♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ p2i ❛♥❞ pj ✭r❡s♣✳ pk✮✳ ❚❤❡s❡ s❡❣♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
s❡❣♠❡♥t Sj ❜❡t✇❡❡♥ pj ❛♥❞ pk ❛♥❞ ✐ts ✏❜❡♥❞✐♥❣✑ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✏♥❡✇✑ s❡❣♠❡♥t✱ s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✶ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣♦✐♥t p2i ♠✉st ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② p2i+1✱ pj ❛♥❞ pk✳ ■ts ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❑❛♠②✐❛ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✻❪✱ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♥❝✐s✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ♥♦t❡ x0 = pk✱ x1 = pj✱ x2 = p2i+1 ❛♥❞ x = p2i✳ ❚❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ x ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts xi ✭i ∈ [[0, 2]]✮✱ ❛ss✉♠❡❞ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥❡❛r✳
❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❧❛♥❡
✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ R

2✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ t❤❡♥ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ xi ∈ R
2✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦♥❡ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✭✐t❡r❛t✐✈❡✮ ❑❛♠②✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ st❡♣✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ x✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✱

♦r ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ ✜rst st❡♣ ❛s

x =
x0 + x1

2
. ✭✽✮

❋♦r ❡❛❝❤ i ∈ [[1, 2]]✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ li ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ xi ❛♥❞ x ❛s li = ∥xi − x∥2 ❛♥❞ ✇❡
s❡t

∆i =
f0 · l0
r40

+
fi · li
r4i

, ✭✾✮

✇❤❡r❡ fi ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✢♦✇
✹ ✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ xi ❛♥❞ x✱ ❛♥❞ ri ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤✐s s❡❣♠❡♥t

✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✮✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ ❍❛❣❡♥✲P♦✐s❡✉✐❧❧❡✬s
❧❛✇❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ∆i r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞r♦♣ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ∆i✱ ❜♦t❤ t❤❡ ✢♦✇s fi ❛♥❞
t❤❡ ❧❡♥❣t❤s li ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✭t❤❡ li ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts xi✮✳ ❚❤❡ r❛❞✐✐
ri ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✱ ❡①❝❡♣t ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤❡r❡
r0 = r1 = r2 ❛r❡ s❡t ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❡❡✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ ❬✶✺❪ t❤❛t
fi ∝ r3i , ✭✶✵✮

❛♥❞ ❬✻❪

r60 = f0 ·
(r61
f1

+
r62
f2

)

. ✭✶✶✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✾✮ ❛♥❞ ✭✶✶✮ ❧❡❛❞ t♦ ❛ t✇♦✲❡q✉❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s②st❡♠










∆1r
4
1

(

f0
( r6

1

f1
+

r6
2

f2

)

)
2

3 − f0l0r
4
1 − f1l1

(

f0
( r6

1

f1
+

r6
2

f2

)

)
2

3

= 0,

∆2r
4
2

(

f0
( r6

1

f1
+

r6
2

f2

)

)
2

3 − f0l0r
4
2 − f1l1

(

f0
( r6

1

f1
+

r6
2

f2

)

)
2

3

= 0,
✭✶✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛r❡ r21 ❛♥❞ r22 ✭t❤❡ s②st❡♠ ✐s t❤❡♥ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 4✮✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s s②st❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥
✉s❡ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡r s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❈✰✰ ❧✐❜r❛r② ❈❡r❡s ❙♦❧✈❡r ❬✶❪✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❖♥❡ ♠❛② t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ x ❬✻❪ ❛s

x =

∑2
i=0

r2i
li
· xi

∑2
i=0

r2i
li

. ✭✶✸✮

✹■♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ❛t ❡❛❝❤ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐s t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ fi ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❤❡r❡ ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s✉❜tr❡❡s st❛rt✐♥❣ ❛t xi✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ f0 = f1+f2✱
❛♥❞ f1

f2
= Lj ✳

✷✻✹



❖♣❡♥❈❈❖✿ ❆♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❱❛s❝✉❧❛r ❚r❡❡s

❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡✱ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s li ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ x✱ t❤❡♥ ri
✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ x ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮✮✳ ❚❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❡r♠✐♥❛t❡s
✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ✭■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤✐s t♦❧❡r❛♥❝❡ ✐s
s❡t t♦ 10−10✳✮

✸✳✸ ❈♦♥str❛✐♥ts

✸✳✸✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❘❡♠❛r❦✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❉♦♠❛✐♥

❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ⊂ R
d ❤❛s ❛ ❣✐✈❡♥ s✐③❡ |Ω| ✭❛r❡❛ ❢♦r d = 2 ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r d = 3✮✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t

t❤❡ tr❡❡ ❤❛s k ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s A = |Ω|
k
✳ ❙✐♥❝❡

t❤❡s❡ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ✭♦♥❡ ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❣r♦✇s
❛t t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡✱ ✐✳❡✳ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i ∈ [[0, k − 1]] t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ωi ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Ωi =
{ i+ 1

k
· q | q ∈ Ω

}

, ✭✶✹✮

✇❤❡r❡ i+1
k

✐s ❛ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ Ωi ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ✜♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ 0
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧❛st ✐t❡r❛t✐♦♥ i = k − 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇✐t❤ Ωk−1 = Ω✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛♥ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t p ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❜❛❧❧ ♦❢ s✐③❡ A✳ ■❢ d = 2 ✭r❡s♣✳ d = 3✮✱ t❤✐s ❜❛❧❧ ❤❛s ❛ r❛❞✐✉s ❡q✉❛❧ t♦ (A

π
)
1

2 ✭r❡s♣✳ (3A
4π
)
1

3 ✮✳ ■t
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ✐t❡r❛t✐♦♥ i t♦ ✐t❡r❛t✐♦♥ i+1✱ t❤✐s r❛❞✐✉s r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t❀
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❡✈♦❧✈❡ ❢r♦♠ p ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i t♦ (1 + 1

i+1
) · p ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i+ 1✱ ❛t

t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ❛s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Ωi t♦ Ωi+1✳ ❚❤✐s ❣r♦✇✐♥❣ r❛t❡ ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ℓi ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts
Si✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡✐r r❛❞✐✉s ri✳

✸✳✸✳✷ ❉✐st❛♥❝❡ ❈♦♥str❛✐♥ts

❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ i ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t✇♦ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts p2i✱ p2i+1 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠✱ s❛② p2i+1✱ ✐s ❛♥
❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ q✉❛s✐ r❛♥❞♦♠❧②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐t ✐s ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❜✉t ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s
❝♦♥str❛✐♥ts✿

❼ p2i+1 ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω❀

❼ p2i+1 ♠✉st ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❡❡ ✭❛♥❞ ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ♥♦t ✐♥ t❤❡ tr❡❡✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ✜rst ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t p2i+1 ∈ Ω✳ ■❢ Ω ✐s ❛ ❝♦♥✈❡①
❞♦♠❛✐♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② m ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ Θ(m)✳ ■❢ Ω ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✭❝♦♥✈❡① ♦r
♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✮ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t p2i+1 ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❝♦✈❡r ♦❢ ❝♦♥✈❡①
s❡ts t❤❛t ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ Ω✳ ■t ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❝♦✈❡r t❤❛t ✜ts ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ Ω✳ ❚❤❡s❡
❝♦♥✈❡① s❡ts ❝❛♥ ❜❡ ❡✳❣✳ ❛ ❝♦✈❡r ♦❢ s♣❤❡r❡s ♦r ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❝✉❜❡s ✭❡✳❣✳ ✈♦①❡❧s✮✳ ✭❚❤✐s ❧❛st str❛t❡❣②
✇❛s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ δ ♦❢ p2i+1 t♦ t❤❡ tr❡❡✱ ✐✳❡✳ t♦
❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t S ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts r❛❞✐✉s r(S)✮✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ δ ♠✉st ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛t δ♠❛①
✇✐t❤

δ♠❛① =
( 1

i+ 1

|Ω|
k

)
1

d

. ✭✶✺✮

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛t st❡♣ i✱ t❤✐s t❡st r❡q✉✐r❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ i+1 ♣♦✐♥t✲t♦✲s❡❣♠❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s ✭t♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧
✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥st❛♥t✲t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❢♦r s❡❣♠❡♥t✲t♦✲s❡❣♠❡♥t ❞✐st❛♥❝❡ ❬✶✶❪✱ s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣
t♦ ❛ t✐♠❡ ❝♦st Θ(i)✳ ■❢ ♥♦ r❛♥❞♦♠ ❝❤♦✐❝❡ ❢✉❧✜❧❧s t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛tt❡♠♣ts
✭s❡t t♦ 100 ✐♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ δ♠❛① ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛s α · δ♠❛① ✇✐t❤ 0 < α < 1
✭α = 0.9 ✐♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡♥ ✐t❡r❛t❡❞ ❛s ♠❛♥② t✐♠❡s ❛s r❡q✉✐r❡❞✳

✷✻✺



❇❡rtr❛♥❞ ❑❡r❛✉tr❡t✱ P❤✉❝ ◆❣♦✱ ◆✐❝♦❧❛s P❛ss❛t✱ ❍✉❣✉❡s ❚❛❧❜♦t✱ ❈❧❛r❛ ❏❛q✉❡t

✸✳✸✳✸ ◆♦♥✲✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥str❛✐♥ts

❖♥❝❡ ❛ ♥❡✇ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t p2i+1 ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Ω✱ t❤r❡❡ s❡❣♠❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✿ ♦♥❡ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❝♦♥♥❡❝t p2i+1 t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ❛♥❞ t✇♦ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ ❛ s❡❣♠❡♥t ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t
✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡
s❡❣♠❡♥ts ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❡❝❦ t❤❡✐r ✈❛❧✐❞✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❡❡ T✳

❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ❜♦r❞❡r ∂Ω ✐♥t♦ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ Ω✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✇❛② ♦♥ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞ Z

d ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ Rd ✇❤❡r❡ Ω ❧✐❡s✳ ❖♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ✭✜♥✐t❡✮ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s ✴ ✈♦①❡❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡❣♠❡♥t ❧✐❡s✳ ■❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ ✈❛❧✉❡ ❛t ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡s❡ ♣✐①❡❧s ✴ ✈♦①❡❧s ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ♣❧✉s

√
d✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡

t❤❛t t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ❜♦r❞❡r ∂Ω ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐✳❡✳ ✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥s✐❞❡ Ω✳
■t ✐s ❛❧s♦ ♠❛♥❞❛t♦r② t❤❛t ❛ ♥❡✇ ✭♦r ✉♣❞❛t❡❞✮ s❡❣♠❡♥t S ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ♦t❤❡r s❡❣♠❡♥ts✱ ✐✳❡✳

t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❡❧❢✲✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ tr❡❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t
S ′ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✭❡①❝❡♣t t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ S✮ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ D ❜❡t✇❡❡♥ S ❛♥❞ S ′✱ ♥❛♠❡❧②

D(S, S ′) = min{∥x− x′∥2 | (x, x′) ∈ S × S ′}. ✭✶✻✮

❙✉❝❤ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ Θ(1) ❬✶✶❪✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ ❝♦st
Θ(2i) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ tr❡❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts
S ′✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ D(S, S ′) ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✐ ♦❢ S ❛♥❞ S ′✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t
t❤❡ ♥❡✇ ✭♦r ✉♣❞❛t❡❞✮ s❡❣♠❡♥t S ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✹ ●❧♦❜❛❧ ❱✐❡✇ ♦❢ ❖♥❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r✉♥♥✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭s❛② ✐t❡r❛t✐♦♥ i✮ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ T ❤❛s ❜❡❡♥ ❜✉✐❧t✱ ❛♥❞
✇❡ ❛✐♠ t♦ ❛❞❞ ❛ ♥❡✇ s❡❣♠❡♥t t♦ t❤✐s tr❡❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts✳

✹✳✶ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉♦♠❛✐♥ ❙✐③❡

❇❡❢♦r❡ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ tr❡❡✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱
❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❚❤✐s st❡♣ ❤❛s ❛ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② Θ(i) ✐❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts
❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✮✱ ♦r Θ(1) ✐❢ t❤❡ ✏s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✑ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✱
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ❜✉t ❛ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱
t❤❛t ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ❧❛st ❝❤♦✐❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✹✳✷ ◆❡✇ ❊♥❞✐♥❣ P♦✐♥t

❆ ♥❡✇ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t p2i+1 ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✱ t❤✐s ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ❝❤♦✐❝❡ ✉♥❞❡r
✈❛r✐♦✉s ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ▼❛♥② ❛tt❡♠♣ts ♠❛② t❤❡♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s st❡♣
✐s t❤❡♥ Θ(i · νp) ✇❤❡r❡ νp ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛tt❡♠♣ts✳

✹✳✸ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈❛♥❞✐❞❛t❡ ❙❡❣♠❡♥ts ❢♦r ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ s❡❣♠❡♥t ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ p2i+1 t♦ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ s❡❣♠❡♥t S ♦❢ t❤❡
tr❡❡ ✭t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts✮✳ ■♥ t❤❡♦r②✱ ❛❧❧ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❡❡ ♠❛② ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ str❛t❡❣② ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ■♥

✷✻✻



❖♣❡♥❈❈❖✿ ❆♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❱❛s❝✉❧❛r ❚r❡❡s

Increase the number of terminals 

Yes

Add connection minimizing 

      the total tree volume

Add connection 

success

Yes

No

Yes

Initialize the tree

Generate the first segment 

( ) 

Generate an ending point 

Find candidate segments

 for connecting
 

For each candidate segment 

Create a bifurcation point 

      from   ,    and

Optimization process

for the bifurcation point 

Intersection test

No

Update radii

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❲♦r❦✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ♥❡❛r❡st s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ νS s❡❣♠❡♥ts ✐s ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ✐♥ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ O(i · log νS) ✈✐❛ ♣♦✐♥t✲t♦✲s❡❣♠❡♥t ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

✹✳✹ ❙❡❣♠❡♥t ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥

❋♦r ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t S ✇✐t❤✐♥ t❤❡ νS ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s❡❣♠❡♥ts✱ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t p2i+1 ❛♥❞ t❤❡
s❡❣♠❡♥t S ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ♦❢ ❛ ♥❡✇
s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ S ❛s t✇♦ s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s❛❧ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿

❼ t❤❡s❡ t❤r❡❡ s❡❣♠❡♥ts s❛t✐s❢② t❤❡ ♥♦♥✲✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳ ❚❤✐s
t❡st ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❝❡ ❢♦r ❛ ♥❡✇ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦✐♥t ✭❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥❀

✷✻✼



❇❡rtr❛♥❞ ❑❡r❛✉tr❡t✱ P❤✉❝ ◆❣♦✱ ◆✐❝♦❧❛s P❛ss❛t✱ ❍✉❣✉❡s ❚❛❧❜♦t✱ ❈❧❛r❛ ❏❛q✉❡t

❼ ❛ r❛t✐♦ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t ✐♠♣♦s❡s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❧❡♥❣t❤ ✴ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t
❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 2 ✭✐✳❡✳ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✐s ✏❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤✑✮✿ 2ri ≤ li✳

❘❡♠❛r❦✿ ■❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ ♦r ✐❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞✱
t❤❡♥ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s❡❣♠❡♥t ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ■❢ ❛❧❧ t❤❡ νS ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r νS ✐s ❞♦✉❜❧❡❞ ❛s ♠❛♥② t✐♠❡s ❛s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s st❡♣ ❛❧s♦
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

✹✳✺ ❘❛❞✐✉s ❯♣❞❛t❡✱ ❱♦❧✉♠❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋✐♥❛❧ ❈❤♦✐❝❡

❋♦r ❡❛❝❤ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ ❛♥ ✉♣❞❛t❡❞ tr❡❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s tr❡❡
❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
✇❤♦❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ tr❡❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤✐s
✈♦❧✉♠❡✱ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ♥❡✇ ❝✉rr❡♥t tr❡❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

✺ P❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥✈♦❧✈❡s ✈❛r✐♦✉s ✭❤②♣❡r✮♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ tr❡❡s t❤❛t ♣r❡s❡♥t r❡❛❧✐st✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✇✐t❤ r❡❣❛r❞
t♦ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ tr❡❡ ✐s s❡❡♥ ❛s ❛ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s
❢r♦♠ ♦♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥♣✉t ✭t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✮ t♦✇❛r❞s t❤❡ k ♦✉t♣✉ts ✭t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts✮✳

✺✳✶ ❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✿

❼ κ = 8µ
π
✱ ✇❤❡r❡ µ ✐s ❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥❀

❼ ξ = Q♦✉t

P✐♥−P♦✉t
✱ ✇❤❡r❡Q♦✉t ❛♥❞ P✐♥✱ P♦✉t ❛r❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

✺✳✷ P❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ P❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

❼ µ ✐s t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦♦❞✱ µ ✐s s❡t t♦ 3.6 ❝P✮❀

❼ γ ✐s t❤❡ ▼✉rr❛② ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ✭✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
γ ✐s s❡t t♦ 3✮❀

❼ Q♦✉t ✐s t❤❡ ✢♦✇ ✭❛ss✉♠❡❞ t❤❡ s❛♠❡✮ ❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ k ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✭✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ s❡t
Q♦✉t ❛s 0.125 ♠▲✴♠✐♥✮❀

❼ P♦✉t ✐s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✭❛ss✉♠❡❞ t❤❡ s❛♠❡✮ ❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ k ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✭✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡
s❡t P♦✉t ❛s 60 ♠♠❍❣✮❀

❼ P✐♥ ✐s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✭✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ s❡t P✐♥ ❛s 100 ♠♠❍❣✮✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ✢♦✇ ❛♥❞ ✈✐s❝♦s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
P❛✱ ♠♠3✴s ❛♥❞ P❛·s ✐♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✻✽



❖♣❡♥❈❈❖✿ ❆♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❱❛s❝✉❧❛r ❚r❡❡s

✻ ❈♦❞❡ ❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❉❡t❛✐❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✮✱ s♦♠❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rts
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮ ❛♥❞ ❛ ❜r✐❡❢ s♦✉r❝❡✲❝♦❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮✳

✻✳✶ ❉❛t❛ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❱❛s❝✉❧❛r ❚r❡❡

❚❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ✈❛s❝✉❧❛r tr❡❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❈♦r♦♥❛r②❆rt❡r②❚r❡❡✳ ❊❛❝❤ s❡❣♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r tr❡❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❙❡❣♠❡♥t✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s✿

❼ ❉✐st❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✭xj✮✿ ♠②❈♦♦r❞✐♥❛t❡❀

❼ ■♥❞❡① ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✭j✮✿ ♠②■♥❞❡①❀

❼ ❘❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ t✉❜✉❧❛r s❡❝t✐♦♥ ✭rj✮✿ ♠②❘❛❞✐✉s❀

❼ ❚♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ s❡❣♠❡♥t ✭Lj✮✿ ♠②❑❚❡r♠❀

❼ ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ r❡s✐st❛♥❝❡ ✭Rj✮✿ ♠②❘❡s✐st❛♥❝❡❀

❼ ❋❧♦✇ ✭fj✮✿ ♠②❋❧♦✇❀

❼ ❘❡❧❛t✐✈❡ r❛❞✐✐ ✭r❛❞✐✉s r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❡♥t✱ ρj✮✿ ♠②❇❡t❛✳

❆ ✈❛s❝✉❧❛r tr❡❡ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢✿

❼ ❆ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ s❡❣♠❡♥ts✿ ♠②❱❡❝t❚❡r♠✐♥❛❧s❀

❼ ❆ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✭E✮✿ ♠②❱❡❝t❙❡❣♠❡♥ts❀

❼ ❆ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ✭✜rst✮ ❛♥❞ r✐❣❤t ✭s❡❝♦♥❞✮ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞❡①❡❞ s❡❣♠❡♥t ✭Φ✮✿ ♠②❱❡❝t❈❤✐❧❞r❡♥❀

❼ ❆ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞❡①❡❞ s❡❣♠❡♥t ✭φ✮✿ ♠②❱❡❝tP❛r❡♥t✳

●❧♦❜❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❇✐♦❆❧❣♦P❛r❛♠❡t❡r✿

❼ ◆✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ s❡❣♠❡♥ts ✭k✮✿ ♠②❴◆❚❡r♠❀

❼ P❡r❢✉s✐♦♥ ❛r❡❛ ✴ ✈♦❧✉♠❡ ✭|Ω|✮✿ ♠②❴❛P❡r❢✳

❼ ❋✐♥❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❡❛ ✭|Ω|/k✮✿ ♠②❴rP❡r❢❀

❼ ❋❧♦✇ ✭Q♦✉t✮✿ ♠②❴qP❡r❢❀

❼ P❡r❢✉s✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ✭P✐♥✮✿ ♠②❴♣P❡r❢❀

❼ Pr❡ss✉r❡ ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ s❡❣♠❡♥t ✭P♦✉t✮✿ ♠②❴♣❚❡r♠❀

❼ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t ✭γ✮✿ ♠②❴❣❛♠♠❛❀

❼ ❱✐s❝♦s✐t② ✭µ✮✿ ♠②❴♠✉❀

✭◆♦t❡ t❤❛t ✼ ♦❢ t❤❡s❡ ✽ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✽t❤ ♦♥❡✱ ♥❛♠❡❧② ♠②❴rP❡r❢✱ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡rs✳✮

■♥t❡r♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ■♥t❡r♥❆❧❣♦P❛r❛♠❡t❡r✿

✷✻✾



❇❡rtr❛♥❞ ❑❡r❛✉tr❡t✱ P❤✉❝ ◆❣♦✱ ◆✐❝♦❧❛s P❛ss❛t✱ ❍✉❣✉❡s ❚❛❧❜♦t✱ ❈❧❛r❛ ❏❛q✉❡t

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ●❡♥❡r❛t❡ r❛♥❞♦♠❧② ❛ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
→ s❡❡ ❈✰✰ ❝♦❞❡✿ ❣❡♥❡r❛t❡❆▲♦❝❛t✐♦♥✭✮ ♦❢ ❝❧❛ss ❈♦r♦♥❛r②❆rt❡r②❚r❡❡ ✐♥ ♣❛❝❦❛❣❡ sr❝
■♥♣✉t✿ ❆ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ myDThreshold
■♥♣✉t✿ ❆ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦✐♥ts myV ectTerminals ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❡❡
■♥♣✉t✿ ❆ ✈❡❝t♦r ♦❢ s❡❣♠❡♥ts myV ectSegments ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❡❡
❖✉t♣✉t✿ ❆ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦✐♥t p
❖✉t♣✉t✿ ❆ ❇♦♦❧❡❛♥ isComp ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❤❛s s✉❝❝❡❡❞❡❞

✶ p ← ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥t

✴✴ ●❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦✐♥t ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❛❧❧ tr❡❡ t❡r♠✐♥❛❧s
✷ isComp ← tr✉❡
✸ id ← ✶
✇❤✐❧❡ ✐s❈♦♠♣ ❛♥❞ ✐❞ < ♠②❱❡❝t❚❡r♠✐♥❛❧s✳s✐③❡ ❞♦

✺ isComp ← distance(myV ectTerminals[id].myCoordinate, p) > myDThreshold
✻ id ← id+ 1

✴✴ ●❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦✐♥t ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❛❧❧ tr❡❡ s❡❣♠❡♥ts r❛❞✐✐
✼ id← ✶
✇❤✐❧❡ isComp ❛♥❞ id < ♠②❱❡❝t❙❡❣♠❡♥ts✳s✐③❡ ❞♦

✾ isComp ← distance(myV ectSegments[id], p) > myV ectSegments[id].myRadius
✶✵ id ← id+ 1❀

✶✶ r❡t✉r♥ ✭p✱ isComp✮

❼ ❈✉rr❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ s❡❣♠❡♥ts✿ ♠②❑❚❡r♠❀

❼ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs t♦ ❜❡ t❡st❡❞✿ ♠②◆✉♠◆❡✐❣❤❜♦r❀

❼ ❆✈❡r❛❣❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❜❧❛❝❦❜♦①❡s✿ ♠②❘s✉♣♣❀

❼ ❙❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r✿ ♠②▲❡♥❣t❤❋❛❝t♦r✳

✻✳✷ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡s

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛s❦s✿

❼ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠s ✷ ❛♥❞ ✸✮❀

❼ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠s ✹ ❛♥❞ ✺✮❀

❼ ❲❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✮✳

✻✳✸ ❙♦✉r❝❡ ❈♦❞❡s ❛♥❞ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s

❚❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ ❖♣❡♥❈❈❖ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✰✰✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss❡s ✐♥ t❤❡ sr❝ ❞✐r❡❝t♦r②✿

❼ ❈♦r♦♥❛r②❆rt❡r②❚r❡❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ✈❛s❝✉❧❛r tr❡❡ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❜✐❢✉r✲
❝❛t✐♦♥❀

❼ ❉♦♠❛✐♥❈♦♥tr♦❧❧❡r ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ ✈❛s❝✉❧❛r tr❡❡❀

❼ ❤❡❧♣❡rs✴●❡♦♠❍❡❧♣❡rs ❝♦♥t❛✐♥s ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❛♥❞♦♠❧② t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦✐♥ts✱ ❝❤❡❝❦ ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥s✱ ❑❛♠②✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✳ ✳ ✳ ❀

❼ ❤❡❧♣❡rs✴❊①♣❛♥❞❚r❡❡❍❡❧♣❡rs ❝♦♥t❛✐♥s ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ✈❛s❝✉❧❛r tr❡❡❀

✷✼✵



❖♣❡♥❈❈❖✿ ❆♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❱❛s❝✉❧❛r ❚r❡❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✿ ●❡♥❡r❛t❡ ❛ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦✐♥t
→ s❡❡ ❈✰✰ ❝♦❞❡✿ ❣❡♥❡r❛t❡◆❡✇▲♦❝❛t✐♦♥✭✮ ♦❢ ❝❧❛ss ❈♦r♦♥❛r②❆rt❡r②❚r❡❡ ✐♥ ♣❛❝❦❛❣❡ sr❝
■♥♣✉t✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ tr✐❛❧s nbTrials ✭= 1000 ❜② ❞❡❢❛✉❧t✮
❖✉t♣✉t✿ ❆ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦✐♥t p

✶ myDThreshold ← ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✴✴ ❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷
✷ found ← false
✸ n ← nbTrials
✹ ✇❤✐❧❡ ¬found ❛♥❞ n ≥ 0 ❞♦

✺ n← n− 1

✻ (pt, found) ← ❣❡♥❡r❛t❡❆▲♦❝❛t✐♦♥✭myDThreshold✮ ✴✴ ❙❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷
✼ ✐❢ found t❤❡♥

p ← pt

✾ ✐❢ n = 0 t❤❡♥

✶✵ n ← nbTrials
✶✶ myDThreshold ← myDThreshold ∗ 0.9

r❡t✉r♥ p

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✿ ❈❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t❤✐❝❦ s❡❣♠❡♥ts
→ s❡❡ ❈✰✰ ❝♦❞❡✿ ✐s■♥t❡rs❡❝t✐♥❣✭✮ ♦❢ ❝❧❛ss ●❡♦♠❍❡❧♣❡rs ✐♥ ♣❛❝❦❛❣❡ sr❝✴❤❡❧♣❡rs
■♥♣✉t✿ ❚✇♦ t❤✐❝❦ s❡❣♠❡♥ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡✐r ❡♥❞♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss (segA, segB, rAB) ❛♥❞ (segC, segD, rCD)
❖✉t♣✉t✿ ❆ ❇♦♦❧❡❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣

✶ cAB ← (segA+ segB)/2
✷ cCD ← (segC + segD)/2
✸ lAB ← (segA− segB).norm
✹ lCD ← (segC − segD).norm
✺ dC ← (cAB − cCD).norm

✻ d← (lAB+lCD)
2 + rAB + rCD

✼ ✐❢ ❞❈ > ❞ t❤❡♥

✽ r❡t✉r♥ false

✾ distanceSeg ← ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts [segA, segB] ❛♥❞ [segC, segD]
✶✵ ✐❢ ❞✐st❛♥❝❡❙❡❣ > ✭r❆❇ ✰ r❈❉✮ t❤❡♥
✶✶ r❡t✉r♥ false

✶✷ r❡t✉r♥ true

❼ ❤❡❧♣❡rs✴❳▼▲❍❡❧♣❡rs ❝♦♥t❛✐♥s ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❡①♣♦rt ❛ ✈❛s❝✉❧❛r tr❡❡ ✐♥t♦ ❳▲▼ ✜❧❡✳

❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✭❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡♠♦✮ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

❼ ❖♣t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❝❛s❡s✿

✕ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ s❡❣♠❡♥ts✴❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✭✲♥ | ✕♥❜❚❡r♠ ■◆❚✱ ❞❡❢❛✉❧t❂✶✵✵✵✮

✕ ♣❡r❢✉s✐♦♥ ❛r❡❛ ✴ ✈♦❧✉♠❡ ✭✲❛ | ✕❛P❡r❢ ❋▲❖❆❚✱ ❞❡❢❛✉❧t❂✷✵✵✵✵✮

✕ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭✲❣ | ✲❣❛♠♠❛ ❋▲❖❆❚✱ ❞❡❢❛✉❧t❂✸✮

✕ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❜♦r❞❡r ✭✲♠ | ✕♠✐♥❉✐st❛♥❝❡❚♦❇♦r❞❡r ❋▲❖❆❚✱ ❞❡❢❛✉❧t❂✺✮

✕ ♦r❣❛♥ ❞♦♠❛✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛s❦ ✐♠❛❣❡ ✭✲❞ | ✕♦r❣❛♥❉♦♠❛✐♥ ❚❊❳❚✮

✕ ♦✉t♣✉t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❛s ①♠❧ ✜❧❡ ✭✲① | ✕❡①♣♦rt❳▼▲ ❚❊❳❚✮

✕ ✉s❡ ❛ sq✉❛r❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ❞♦♠❛✐♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ✭✲s | ✕sq✉❛r❡❞❉♦♠✱ ❞❡❢❛✉t❂s♣❤❡r❡✮

❼ ❙♣❡❝✐✜❝ ♦♣t✐♦♥s ✐♥ ✷❉✿

✷✼✶



❇❡rtr❛♥❞ ❑❡r❛✉tr❡t✱ P❤✉❝ ◆❣♦✱ ◆✐❝♦❧❛s P❛ss❛t✱ ❍✉❣✉❡s ❚❛❧❜♦t✱ ❈❧❛r❛ ❏❛q✉❡t

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✿ ❈❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ t❤✐❝❦ s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ ❛❧❧ s❡❣♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❡❡✱ ❡①❝❡♣t ❝❡rt❛✐♥ s❡❣♠❡♥ts
→ s❡❡ ❈✰✰ ❝♦❞❡✿ ✐s■♥t❡rs❡❝t✐♥❣❚r❡❡✭✮ ♦❢ ❝❧❛ss ❈♦r♦♥❛r②❆rt❡r②❚r❡❡ ✐♥ ♣❛❝❦❛❣❡ sr❝
■♥♣✉t✿ ❆ t❤✐❝❦ s❡❣♠❡♥t ❣✐✈❡♥ ❜② t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛ r❛❞✐✉s (ptA, ptB, r)
■♥♣✉t✿ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ s❡❣♠❡♥ts myV ectSegments ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❡❡
■♥♣✉t✿ ❆ tr✐♣❧❡t idExcept ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✸ s❡❣♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❡s ♥♦t t❡st❡❞ ❢♦r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❖✉t♣✉t✿ ❆ ❇♦♦❧❡❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
✴✴ ■❢ t❤❡② ❛r❡ r♦♦t s❡❣♠❡♥t✱ t❤❡♥ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ t❡st

✶ ✐❢ ✭idExcept[0] = 0 ♦r idExcept[1] = 0 ♦r idExcept[2] = 0✮ t❤❡♥
✷ r❡t✉r♥ false

❢♦r❡❛❝❤ s ✿ ♠②❱❡❝t❙❡❣♠❡♥ts ❞♦

✹ id← s.myIndex
✺ ✐❢ id ̸= 0 ❛♥❞ id ̸= idExcept[0] ❛♥❞ id ̸= idExcept[1] ❛♥❞ id ̸= idExcept[2] t❤❡♥
✻ ptC ← s.myCoordinate
✼ ptD ← myV ectSegments[myV ectParent[id]].myCoordinate
✽ ✐❢ ✐s■♥t❡rs❡❝t✐♥❣✭♣t❆✱ ♣t❇✱ r✱ ♣t❈✱ ♣t❉✱ s✳♠②❘❛❞✐✉s✮ t❤❡♥ ✴✴s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹
✾ r❡t✉r♥ true

✶✵ r❡t✉r♥ false

✕ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r♦♦t ✭✲♣ | ✕♣♦s■♥✐t ■◆❚ ■◆❚✱ ❞❡❢❛✉❧t❂✐♠❛❣❡ ❝❡♥t❡r✮

✕ ♦✉t♣✉t t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥t♦ ❊P❙ ❢♦r♠❛t ✭✲♦ | ✕♦✉t♣✉t❊P❙ ❚❊❳❚✱ ❞❡❢❛✉❧t❂r❡s✉❧t✳❡♣s✮

✕ ♦✉t♣✉t t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥t♦ ❙❱● ❢♦r♠❛t ✭✲❡ | ✕❡①♣♦rt❙❱● ❚❊❳❚✱ ❞❡❢❛✉❧t❂r❡s✉❧t✳s✈❣✮

❼ ❙♣❡❝✐✜❝ ♦♣t✐♦♥s ✐♥ ✸❉✿

✕ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r♦♦t ✭✲♣ | ✕♣♦s■♥✐t ■◆❚ ■◆❚ ■◆❚✱ ❞❡❢❛✉❧t❂✐♠❛❣❡ ❝❡♥t❡r✮

✕ ♦✉t♣✉t t❤❡ ✸❉ ♠❡s❤ ✐♥t♦ ❖❋❋ ✜❧❡ ✭✲♦ | ✕♦✉t♣✉t◆❛♠❡ ❚❊❳❚✱ ❞❡❢❛✉❧t❂r❡s✉❧t✳♦✛✮

✕ ♦✉t♣✉t t❤❡ ✸❉ ♠❡s❤ ✐♥t♦ t❡①t ✜❧❡ ✭ ✲❡ | ✕❡①♣♦rt ❚❊❳❚✮

✕ ❞✐s♣❧❛② ✸❉ ✈✐❡✇ ✉s✐♥❣ ◗●▲❱✐❡✇❡r ✭✕✈✐❡✇✮

❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❉●t❛❧ ❧✐❜r❛r② ✭✶✳✸ ♦r ❧❛t❡r✮✿ ❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❉●t❛❧✲t❡❛♠✴❉●t❛❧✳

✼ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♦✉r
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
❛♥❞ ✈❛r✐❛♥ts ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❋r♦♠ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ✜rst ✐❧❧✉str❛t❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸ ❛♥❞ ✹✱ s♦♠❡ ✷✲ ❛♥❞ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✈❛s❝✉❧❛r tr❡❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐s❦ ✴ s♣❤❡r❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ❛ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛s❝✉❧❛r tr❡❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛r❜✐tr❛r② ❞♦♠❛✐♥✳

❲❡ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛s❝✉❧❛r tr❡❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
❱❛s❝✉❙②♥t❤ ❬✸❪ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❈❖ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♣❧✉s
❛ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❆ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲♦♣❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹❪✱ ❛♥❞ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
❝♦st ♦❢ ♦✉r ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❈❖ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✇✳r✳t✳ ✐♠♣❧✐❝✐t ✭✐✳❡✳
s♣❤❡r✐❝❛❧✮ ✴ ♠❛s❦❡❞ ✭✐✳❡✳ ❛r❜✐tr❛r②✮ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ✈s✳ ❱❛s❝✉❙②♥t❤ ❬✸❪✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ❆♣♣❧❡ ▼✶ ▼❛①✳

✷✼✷

https://github.com/DGtal-team/DGtal


❖♣❡♥❈❈❖✿ ❆♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❱❛s❝✉❧❛r ❚r❡❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✿ ❈r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦✐♥t t♦ ❛ ♥❡❛r s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❡❡
→ s❡❡ ❈✰✰ ❝♦❞❡✿ ✐s❆❞❞❛❜❧❡✭✮ ♦❢ ❝❧❛ss ❈♦r♦♥❛r②❆rt❡r②❚r❡❡ ✐♥ ♣❛❝❦❛❣❡ sr❝
■♥♣✉t✿ ❆ ♥❡✇ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦✐♥t p
■♥♣✉t✿ ❚❤❡ ✐♥❞❡① segIndex ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ p
■♥♣✉t✿ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ nbIter
■♥♣✉t✿ ❚❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ tr❡❡ ✈♦❧✉♠❡✱ tolerance
❖✉t♣✉t✿ ❆ ❇♦♦❧❡❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r p ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ tr❡❡

✶ pCurrent← ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ✜rst ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ p✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t segIndex ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥
✷ ▲❡t sParent ❜❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ♣❛r❡♥t ♦❢ segIndex
✸ pParent← sParent.myCoordinate

✹ ▲❡t sNewLeft✱ sNewRight✱ sCurrent ❜❡ t❤❡ ♥❡✇ ❧❡❢t✱ r✐❣❤t ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡ s❡❣♠❡♥ts ✴✴ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹
✺ r0, r1, r2← sCurrent.myRadius
✻ vol, volCurr ← −1
✼ isDone← false
✽ i← 0
✾ ✇❤✐❧❡ i < nbIter ❛♥❞ ¬isDone ❞♦

✶✵ res1← kamyiaOptimization(pCurrent, pParent, sCurrent.myRadius, sNewLeft, sNewRight,

1, pOpt, r0, r1, r2) ✴✴ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ✭❊q✉❛t✐♦♥s ✭✾✮✕✭✶✸✮✮
✶✶ ✐❢ ¬res1 t❤❡♥ ✴✴ ❑❛♠②✐❛ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
✶✷ r❡t✉r♥ false

✴✴ ❈❤❡❝❦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❡❡ ❢♦r t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s❡❣♠❡♥t
✶✸ idSegPar ← myV ectParent[segIndex]
✶✹ (idL, idR)← (myV ectChildren[idSegPar].first,myV ectChildren[idSegPar].second)

✶✺ res2← isIntersectingTree(pOpt, pParent, r0, [idL, idR, idSegPar]) ✴✴ s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺
✶✻ ✐❢ res2 t❤❡♥ ✴✴ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s❡❣♠❡♥t
✶✼ r❡t✉r♥ false

✶✽ ✐❢ pCurrent /∈ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦r t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s❡❣♠❡♥t /∈ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤❡♥

✶✾ r❡t✉r♥ false

✷✵ ❉♦ s✐♠✐❧❛r t❡st ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s❡❣♠❡♥ts

✴✴ ■t❡r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥
✷✶ ▲❡t cTreeCurr ❛♥❞ cTree1 ❜❡ ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❡❡

✷✷ (sNewLeft.myRadius, sNewRight.myRadius)← (r1, r2) ✴✴ ❯♣❞❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥ts
✷✸ cTree1.add(sNewLeft)

✷✹ cTree1.add(sNewRight) ✴✴ ❆❞❞ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s❡❣♠❡♥ts t♦ ❝❚r❡❡✶

✷✺ cTree1.update() ✴✴ ❯♣❞❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❝❚r❡❡✶✿ ♥❡✇ s❡❣♠❡♥ts✱ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ✳ ✳

✷✻ vol← cTree1.computeTotalV olume() ✴✴ ❈♦♠♣✉t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❡❡
✷✼ ✐❢ i = 0 t❤❡♥ ✴✴ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡
✷✽ volCurr ← vol
✷✾ cTreeCurr ← cTree1

✸✵ ❡❧s❡

✸✶ ✐❢ |volCurr − vol| < tolerance t❤❡♥

✴✴ ❈❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮
✸✷ ▲❡t l0✱ l1✱ l2 ❜❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts [pOpt, pParent]✱ [pOpt, sNewLeft.myCoordinate]✱

[pOpt, sNewRight.myCoordinate]
✸✸ res3← (2 ∗ r0) ≤ l0 and (2 ∗ r1) ≤ l1 and (2 ∗ r2) ≤ l2
✸✹ ✐❢ res3 t❤❡♥ ✴✴ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡♥ s❛✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t

isDone← true
s❛✈❡ cTree1

✸✼ ❡❧s❡

✸✽ volCurr ← vol
✸✾ cTreeCurr ← cTree1

✹✵ ❯♣❞❛t❡ tr❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✕✻✮✮
✹✶ i← i+ 1

✹✷ r❡t✉r♥ isDone

✷✼✸



❇❡rtr❛♥❞ ❑❡r❛✉tr❡t✱ P❤✉❝ ◆❣♦✱ ◆✐❝♦❧❛s P❛ss❛t✱ ❍✉❣✉❡s ❚❛❧❜♦t✱ ❈❧❛r❛ ❏❛q✉❡t

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐s❦ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦✐♥ts ✐s s❡t t♦ 4000✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥
❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❬✶✼✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ ♣✳ ✹✽✻❪✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦✐♥ts ✐s s❡t t♦ 1000 ✭❛✮ ❛♥❞ 4000
✭❜✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❬✼✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ♣✳ ✸✶❪✳

✷✼✹



❖♣❡♥❈❈❖✿ ❆♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❱❛s❝✉❧❛r ❚r❡❡s

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭❛✮ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲
❝♦♥✈❡① t❤✐❝❦ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥❢♦r❞ ❜✉♥♥② ✭❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❤♦❧❧♦✇ s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s✮✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭❝✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
s❛♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜✉t ❜② ❝✉tt✐♥❣ t❤❡ ❢r♦♥t ♠❡s❤ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s s❡t
t♦ 20000 ✐♥ ✭❜✮ ❛♥❞ 3000 ✐♥ ✭❞✮✳
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❇❡rtr❛♥❞ ❑❡r❛✉tr❡t✱ P❤✉❝ ◆❣♦✱ ◆✐❝♦❧❛s P❛ss❛t✱ ❍✉❣✉❡s ❚❛❧❜♦t✱ ❈❧❛r❛ ❏❛q✉❡t

✭❛✮ k = 200✱ γ = 3✱ t = 5, 61 s ✭❜✮ k = 200✱ γ = 3✱ t = 0, 24 s
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝✉❜✐❝ ❞♦♠❛✐♥✿ ❱❛s❝✉❙②♥t❤ ✭❛✮ ❛♥❞ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❈❖ ✭❜✮✳ ✭❝✮
❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❞✐❛♠❡t❡rs ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❱❛s❝✉❙②♥t❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛♥❞ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❈❖✳
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✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❆✈❡r❛❣❡❞ s❡❣♠❡♥t ❞✐❛♠❡t❡rs ❛t r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ✭❛✮ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❬✹❪✿ ✏❘❛❞✐✉s st✉❞② ❛❧♦♥❣ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥

❧❡✈❡❧s✿ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦♥ ✶✵ s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❡❡s✑ ✭t❡①t ❢r♦♠ ❬✹❪✮✳ ✭❜✕❝✮ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠
♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❜✮ ❛♥❞ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❝✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❬✶✼✱
❋✐❣✉r❡ ✹✱ ♣✳ ✹✽✼❪✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✱ ✉♣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ ❞✐st✐♥❝t
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳
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✭❝✮ ❈❈❖ ✸❉

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✿ ✭❛✮ ❈❈❖ ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ✭❜✮ ✸❉ ✇✐t❤ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ♠❛s❦❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ ✭❝✮ ❈❈❖ ✈s✳
❱❛s❝✉❙②♥t❤ ✐♥ ✸❉ ✇✐t❤ ✐♠♣❧✐❝✐t ❞♦♠❛✐♥✳
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❖♣❡♥❈❈❖✿ ❆♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❱❛s❝✉❧❛r ❚r❡❡s

❆❧❧ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❣✉❡ ✐♥ ❢❛✈♦✉r ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✼❪ ❛♥❞ ❬✶✼❪✳

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❈❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ❬✶✼❪
❢♦r t❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ❛♥❞ ✐♥ ❬✼❪ ❢♦r t❤❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❲❡ ❞✐❞ ♦✉r ❜❡st t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡s❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♦✉s ✉s❡ ❢♦r ❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡r ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
♦❜t❛✐♥✐♥❣ r❡❛❧✐st✐❝ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✭♦r s✐♠✐❧❛r tr❡❡✲❜❛s❡❞ ♦❜❥❡❝ts✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ♠❛② ❝♦♥st✐t✉t❡
❛ ✉s❡❢✉❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❡①✐st✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❱❛s❝✉❙②♥t❤ ❬✸❪✳

■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ✉♣♦♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥✲
❛❧✐t✐❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ t❛❝❦❧❡ s♦♠❡ r❡❝✉rr❡♥t ✐ss✉❡s t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ ✈❛s❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♥❡t✇♦r❦s ✭❡✳❣✳ ❛rt❡r✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡♥♦✉s tr❡❡s✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞
r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❡❡s ✐♥ ❛ ❢♦r❡st str✉❝t✉r❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❡❛❝❤ tr❡❡ ✐♠♣♦s❡s t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✭s✮✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥❝❡r♥
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠❛♥② ❜r❛♥❝❤❡s t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ s❝❛❧❡✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ s♦♠❡
✈❛s❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡st s❝❛❧❡s ✭❡✳❣✳ ❢r♦♠ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✮✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st s❝❛❧❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❞♦ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣r♦✈✐❞❡
✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✇❤❡r❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢r♦♠ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧②
✐♥❢❡rr❡❞✳ ❙✉❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ✜♥❞ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ ✴ ❜✉✐❧❞ ✉♣♦♥
❈❈❖ ♦r s✐♠✐❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❡✳❣✳ ❬✶✷✱ ✽❪✳

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✢♦✇ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢
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